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M IE C ZYSŁA W  KU C H ARZEW SKI
KO V AR IA N TE  AB LEITU N G  DER LINE  AREN 
GEOMETRISCHEN OBJEKTE
In den Arbeiten [1], [2] und [3] wurde die kovariante Ableitung der 
Tensordichten definiert und ihre allgemeine Form bestimmt. In dieser 
Note werden diese Eergebnisse auf beliebige lineare geometrische Ob- 
jekte verallgemeinert. Insbesondere in den Paragraphen 1, 2 wird die 
kovariante Ableitung der linearen homogenen geometrischen Objekte 
behandelt. Die kovariante Ableitung für diejenigen nicht homogenen 
wird in den §§ 3, 4 definiert.
§ 1. Es sei co =  (co“), a = l ,  2,. . ., m, ein abstraktes geometrisches 
Objekt (vgl. [5], S. 24, abstract) mit der folgenden Transformationsformeł
(1.1) co' — F  (L ) co
und mit der Fiber (vgl. [5], S. 24, fibre) M  =  Rm. Die in (1.1) auftre- 
tenden Symbole sind folgendermaBen zu verstehen:
o> =  | coP II, co =  | coa' », F  (L ) =  | F “ (L ) II, o, /S =  1, 2 m,
L  =  (A ‘k , • • • A ‘kt ■ ■ ■ ks), . . . kt — g g |.ki ; h 1^ • • • ^t— 1, 2, . . . , 71.
Aus (1.1) folgt, dafl co ein lineares homogenes geometrisches Objekt 
s-ter Klasse ist. Es hat m-Komponenten. Uberdies werden w ir voraus- 
setzen, daB die Funktion F  der Klasse ist und daB a> auf einer n-di- 
mensionalen Mannigfaltigkeit der Klasse r ^ s + 1  definiert ist.
M it H ilfe des Objekt co kann man, ganz analog wie in der Arbeit [3], 
ein neus Objekt mit der Fiber N  =  RN, N  — (1 4- n) m, und mit den Kom- 
ponenten (co°, v), coa, v =  doF/d^, bilden. Die Transformationsformeł
des Objekt (oj“, coa, v) besteht aus (1.1) und (1.2)
(1.2) co\ v =  F”’. A\ coP +  F “' A\ç to*,,.
Das in (1.2) auftretende Symbol F “'v bedeutet die partielle Ableitung 
der Funktion F “' hinsichtlich Es hat also die Form
3 F ; 'Id p  =  j ;  j*' (3 F ;73 A ^ kJ  Ą v^  =  j )
i = i i,kt...k^  = l t—1
Nach diesen Vorbereitungen kann die kovariante Ableitung des Objek- 
tes ( 1 .1 ) folgendermafien definiert werden.
D EFINITION 1.1. Kovariante Ableitung des Objekts (1.1) ist jedes 
Funktionensystem
Dbv , a — 1 , 2, . . . ,  771, v 1 , 2, . . . ,  iŁt
das die folgenden Bedingungen erfüllt.
1°. D“ v sind nur von w“ und coa, v abhangig, d. h.
(1.3) D\  =  D\  «  ajf, /u).
2°. D°v sind hinsichtlich coa additiv, d. h. fü r jede zwei einfache (vgl.
[à], S. 24, particular). Objektenfelder to und to gilt die Relation
1 2
(1.4) D “ (c</ +  (co1 +  a/), ,,) =  D “ (&/, tof,  ^ ) +  D* (a/, co?, ,,).
1 2 / 2  1 7  2 2
3°. Das Produkt eines beliebigen Feldes der einfaęhen Objekte co und 
eines beliebigen Skalarfeldes a erfü llt die Leïbnizsche Regel:
(1.5) D“v (aa/, (act/), ^  =  o D a v (coP, a/, J  +  a, v œa.
4°. D“v ist ein geometrisches Objekt m it der folgenden Transforma- 
tionsformel:
(1.6) D:'. =  F *  (L ) Af. DJ.
Die Bedingung 1° ist mit der Voraussetzung àquivalent, daB die 
Funktionen D“, , R N in R n-m abbilden.
In (1.5) wird die gewohnliche partielle Ableitung statt derjenigen 
kovarianten eingesetzt, weil w ir in [1] (S. 63, Satz 2.1) gezeigt haben, 
daB diese beide für Skalare identisch sind.
§ 2. Die Existenz und die allgemeine Form der kovarianten Ableitung
vdrd im nachtstehenden Satz bestimmt.
SATZ 2.1. Jede kovariante Ableitung des Objektes (1.1) hat die 
Gestalt
(2.1) D ‘ =  coa,v +  C “va/
wo C ®v konstant sind, d.h. von a)!! und oAy nicht abhàngen.
Die Konstanten C?v bilden eir. geometrisches Objekt m it der Transfcr- 
mationsformel
(2.2) CÇ, =  F aC ;F l ,A : .  +  F ; 'F l^ ,
in der F  jL die Elemente der zur F  — H F “'Il inversen M atrix  F - 1  unâ 
FP,v, ïhre hinsichtlich |v' partiellen Ableitungen sind.
B e w e i s. Zuerst nehmen wir a in (1.5) ein konstantes Skalarfeld 
an, d.h. derart, da|3
0 = 0
ist. Dann erhalten w ir die Relation
(2.3) D % {aoA, oc/, ) =  o D" (aV5, co^ , ).
v k  v P-
die zjeigt, daB die Funktionen D “ der ersten Ordnung homogen sind.
Aus (2.3) und (1.4) ergibt sich, da/7 D va linear sind. Sie miissen also 
die Form
(2.4) D “ =  Cg  co^ +  C“v coP,
haben, wo C und C “v von und co13 unabhangige Konstanten sind. 
Mit H ilfe von (2.4) kann die linke Seite der Identitàt (1.5) in der Form
(2.5) D“ (aoA, (au/1) | ) =  C ^  (oüA), +  C“v auA,
dargestellt werden. Die rechte Seite von (1.5) nimmt dann die folgende 
Gestalt
(2.6) o D ’ (cop, iop ) +  a vooa=  a Cpja)pl(i+  a C“va)P +  o v(oa,
an. Durch Vergleichen von (2.5) und (2.6) ergibt sich
(C7  —ô"ôil) a =  0.V P »  P V /  , n
Da a, coe ganz beliebig sind. es folgt
(2.7) C£== o “o:
daraus. Wird (2.7) in (2.4) eingesetzt, so erhalten w ir die Formel (2.1). 
Der erste Teil des Satzes wird auf diese Weise bewiesen.
Um zu zeigen, da|3 C “v , a, |3 =  1,2,. . .. m, v =  1,2,. . ., n, ein geo- 
metrisches Objekt mit der Transformationsformel (2.2) bilden, schreibe" 
w ir die kovariante Ableitung D “v in cinem ne'uen Koordinatensystem (l*').
(2.8) d?: =  co“'. ,+  c  *:><>'.
Au f eine andere Weise kann D \  ,mit H ilfe von (1.6) berechnet werden. 
Das Vergleichen der rechten Seiten von (Ś.6) und (2.8) führt zur Identitàt'
+  C'Ç .isP' =  F “'A\(üjP v -f (VoV).
Aus dieser erhalten w ir nach einfachen Umformungen
(2.9) C t , FP' =  F ;A \  C P - F “' A\p v a  p v a v  a ,  v v .
Durch Uberschiebung der beiden Seiten v 8n (2.9) mit der zu F  inverse!!
Matrix F _1 =  | F “, ]| geht (2.9) in die folgende Form
(2-10) C;:v, =  F ; 'a :,C I  f P ~ k :a :-f p ,
iiber. Die Formel (2.10) 1st mii (2.2) équivalent. Um das zu zeigen, genûgt 
es die linke Seite der Relation
(2.11) — F 3' A\ F “,=  F “'FJv '  a , \ v p a p v)
durch die rechte in (2.10) zu ersetzen.
Die Identitat (2.11) erhalt man, wenn man die Beziehung
p t 'F *  =■ §«'
« r  p'
nach \v' differenziert. Der Satz 2. i ist also vollstàndig bewiesen.
§ 3. Jetzt wird die kcvariante Ableitung der linearen aber nicht 
homogenen geometrischen Objekte definiert. Zuerst führe ich einige 
Bezeichnungen und Definitionen ein.
Es sei w (w“), a =  1,2,. . ., m . ein abstraktes geometrisches Objekt
mit der Fiber M  =  Rm und mit der folgenden Transformaticnsformel
(3.1) o/ =  F (L ) w +  g (L),
F  (L ) =  Ü Fp (L ) II, g (L ) =  | g*' (L ) ||.
w ist also ein lineares Objekt s-ter Klasse mit m Komponenten. Ganz
analog, wie im § 1 werden w ir voraussetzen, da|3 die Funktionen F und g
der Klasse Cj sind und dap co auf der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
der Klasse r ^  s +  1 definiert ist.
Die Transformation (3.1) hat eine inverse. Diese werde ich folgender- 
ma|3en
=  F “ (L - i )  co? +  ga' (L - i), 
bezeichnen. Dann müssen die nachstehenden Relationen
(3.2) F ;'F p  =  Ô»:,
Fpgy +  g“ =  0,
erfüllt werden.
W ir ordnen dem Objekt (3.1) ein lineares homogenes Objekt mit
(m +  1) —  Kcmpcnenten O =  (Qa), a =  1,2, . . .  m +  1, zu. Diese Zuord- 
nung wird d'urch die folgenden Formel
Q“ =  (o“, a =  1 ,2, .. . , m,
Qm+l =  1,
bestimmt. Bezeichnen w ir mit F (L ) die quadratische Matrix mit (m +  1) 
Reihcn und (m +  1) Spalten, welche die niedergeschriebene symbolische 
Form
F  ( L )
F (L )
0 . . . 0
9 (L )
hat, so kann die Transformationsiorni el von £2 so
(3.3) Q' =  F (L ) Q
dargestelt werden. Die Elemente der Matrix F  sind also durch d i« 
folgenden Relationen
(3.4) ^ F ; '=  F;\ F°mJ1 =  g
F (m +«v =  o,' =  1 ,
definiert.
§ 4. GemaP der Ergebnisse des zweiten Paragraphen (Satz 2.1) hat 
die kovariante Ableitung Objektes Q die Form
(4.1) D“ v=  Q,° +  C«vQ*>,
wobei C ah _ von Qa und Qa, nicht abhàngen. Sie bilden ein geometrisches 
Objekt mit der folgenden Transformationsformel
(4.2) C?:, =  F iC ch F bh, A * +  F ah' F b, ,'  P  v 0 Ov D  v , O o » v •
Die Formel (4.2) werden auf vier Teile nach dem Komponenten
c p + i r ,  C*m+1)V, a fi =  1, 2.........m,
zerlegt. Wenn man in diesen die Relationen (3.4) berücksichtigt, kônnen 
diese folgendermafien
C ; i  =  F ; ' Crv F\. A-, +  g”' C ■«+ i  F\, A y +  F ;' F?, ,,
C(m+1)' =  C * +1 A;, Fg«
(4-3>
£ ï . +« v  =  F;' ĆT f  A: +  F“' y A:, +  *•' C -+ 1 sr' A;. +
+  o’  C "*+1 A\ +  F i  g&, ..y  m +1 v v' p »  9 v •
dargestellt werden. Die Formel (4.1) für die kovariante Ableitung zerlegen
w ir auf zwei Teile,
D“ =  <o“, +  C“ ojP +  C- ,,v * v pv m +1 v >
(4.4)
n w + 1  —  r m + l  4- Q  m+1 
v 'pv m +1 v
Die kovariante Ableitung des Objektes Q hat die folgende Transforma- 
tionsformel (Definition 1.1, 4°)
(4.5) D » :=  
die sich auf zwei Teile zerfallt,
D“'=  F?'AVD 0 +  o“' A vD m+1
(4.6) v „  v v „  v' v ’
D(m+1)' =  A \ D m+1
v '  v v •
Aus der zweiten der Formen (4.6) folgt, da/3 die Bedingung
(4.7) D m+i =  0,
gegen die Kordinatentransformation invariant ist. Sie hat also einen geo- 
metrischen Sinn. CJnter dieser Bedingung bilden die Zahlen D “ , a =
=  1,2,. . . ,  ;m, v =  1,2 n, Komponenten eines geometrischen Objektes
mit der Transformationsformel
(4.8) D»,' =  F ‘ ‘ DP.
Wenn w ir voraussetzen, dap (4.7) f  ur alle Werte (cop) erfûllt ist, müssen 
die Konstanten C„m+1 , C verschwinden,pv '  m + i  v  7
(4.9) =  0, C ^ + î v= 0 .
Aus den Formeln (4.3) ergibt sich, daP die Relationen (4.9) auch 
einen invarianten Charakter haben.
Nach den obigen Bemerkungen wird die nachstehende Definition der 
kovarianten Ableitung des Objektes (3.1) lar sein.
D EFINITIO N 4.1. Das durch die erste der Formeln  (4.4) bestimmte 
Objekt wird die kovariante Ableitung des Objektes (3.1) genannt, wenn 
nur die Relationen (4.9) erfu llt sind.
Die soeben definierte kovariante Ableitung werden w ir mit D “ (ohne 
Schlange) oder mit coa;v bezeichnen. Diese hat die folgenden Eigenschaften:
1. Die kovariante Ableitung von (œ“) hângt nur von oa, ioa v ab. Sie 
bildet also R(n+um in R n ■ m ab.
2. Die kovariante Ableitung des Objektes (co“) mit der Transformations­
formel (3.1) ist ein lineares homogenes geometrisches Objekt mit der 
Transformationsformel
D a', =  F “'A V,DPV p  V V »
3. Die Konstanten C “v, C am +ly , a, P =  1,2, . . . ,  m, v =  1 ,2 ,..., n, 
welche die kovariante Ableitung bestimmen, bilden ein geometrisches 
halbzusammengesetztes Objekt mit der Transformationsformel
C ^ - F - 'C j ,  F > A , +  F ;-F> ,„,
<410) C - m + u v - r ;  Ć ,,g>A :. +  F ; Ć ’m+lr
4. Für die linearen homogenen geometrischen Cbjekte {g1' =  o) geht 
die kovariante Ableitung D “ in diejenige irn § 2 dei'inierte über, wenn 
w ir C a , , = 0  annehmen.m i  l  v
Das aus C“ , C*m+1 „ gebildete Objekt mit der Transformationsformeł
(4.10) wird die Parameter der kovarianten Ableitung des Objektes (3.1) 
bzw. die Parameter der Ubervtragung genannt.
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M IE C ZYSŁAW  K U C H ARZEW SKI 
POCHODNA K O W A R IA N T N A  O B IEKTO W  G EO M ETRYCZNYCH  L IN IO W Y C H
S t r e s z c z e n i e
W  pracy została podana definicja aksjomatyczna (Definition 1.1) pochodnej ko­
wariantnej obiektów geometrycznych liniowych jednorodnych typu [m,n,s]. Istnienie 
i kształt takiej pochodnej dla obiektów o prawie transformacji
(1) oo“' =  F-(L) o/, a, (3 = 1,2 rn,
określa twierdzenie następujące (Satz 2.1).
TW IERDZENIE. Każda pochodna kowariantna obiektu (1) ma postać (2.1), gdzie
C'r , a B =  1,2,..., m, v =  1,2 n, są stałymi, które nie zależą ani od co“ ani od to0,
8v *
Stałe te tworzą obiekt geometryczny o prawie transformacji (2.2).
W  oparciu o powyższą defin icję określona została (§ 3 i 4) pochodna kowarian­
tna obiektów liniowych niejednorodnych tego samego typu, (Definition 4.1). W  myśl 
tej definicji pochodna kowariantna obiektu o prawie transformacji
co°' =  *y (L ) co fi +  g (L),
ma postać D° =  +  C “ a/ +  C a gdzie stałe C a , C“ tworzą obiekt geo-
P- m + \  v pv’  » i + l »
metryczny o prawie transformacji (4.10).
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